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THEOREME DE ROLLE ; THEOREME DES 
ACCROISSEMENTS FINIS (T.A.F) 


1) Activités 

Activité 1 :La courbe ci-dessous est la courbe de 
la fonctions : f(x)=-x"-x+3 

1- Vérifier que f(-2) = f (1). 

| 2- Trouver le réel c dans 

] - 2,1[ tel que f'(c) = 0 

3- Interpréter 
géométriquement résultat. 


/ \ Remarques : 1) f(-2) = 
/ | fe 


| ` 2)f est continue sur [-2:1] et 


dérivable sur |-2;1] 


3) f'(x)=-2x-1 


f'()=-0S-2-1-08 6-5 €] sl 


a 1 
Donc il existe EL tel que : f'(c) = 0 


4)lexistence de c vient du fait que la fonction 
admet un minimum en ce point et de la 
dérivabilité de f en ce point... 

Activité 2 :Dans la courbe ci-dessous 

on a f(0) = f(4) 

Quelle est la valeur logique de l’assertion : 
(ac €]0,4[)(f'(c) = 0) ? 


Remarque : fausse (la dérivabilité de f en 2 ??) 
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2)Théorème de Rolle 

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable 
sur Ja, b[ et telle que : f(a) = f(b). Alors il existe 
un réel c € Ja, bl tel que : f '(c) = 0. 

Preuve : 

Puisque f est continue alors ils existent m et M 
dans R tels que :f([a, b]) = [m, M], où 

m = min f(x) et M = max f(x) xela,b] 

1) Sim = M alors f est constante sur [a, b] d'où 
(vx ela, bN)(F(x) = 0) 


2) Si m # M (alors m < M) on a alors f(a) > mou 
f(a) < M. 

a) Si m < f (a) alors : il existe c dans] a, b[ 

tel que : f(c) =m 


(vx Ela, cl) FGF (C) | f(x)=m <0 
x—c x—c 
Donc : tim Fle) y (0) <0 
X—C X—C 


D'autre part :(Vx elc, pp 0/0) | A >0 
x—c x-c 
Donc : lim FG)-F(c) = fi(c)=0 
X—C X—C 


et puisque f est dérivable en c alors : 
f(e)= fi(c)=0 


b) Si f(a) < M même démonstration. 
Remarque : 
1) I n’y a pas unicité du point c tel que f'(c) = 0. 
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2) Le théorème n'est plus vrai si f n’est pas 
dérivable sur] a, b [tout entier 

Exemple : la fonction f définie par : 

f (x) = |x| sur [1,1] 

2) Le théorème n'est plus vrai si f n’est pas 
continue sur [a, b], tout entier 

3) Applications du théorème de Rolle 
Exercice 1 :Soit f la fonction définie par : 


f(x)=3xf -11x +12x"-4x+2 Montrer que f' 


s’annule au moins une fois sur ]0, 1[ 

Solution : on a : f(0) = f(1)=2 

Donc f une fonction continue sur [0, 1], dérivable 
sur ]0, 1[et telle que : f (0) = f (1). D'après le 
théorème de Rolle il existe un réel c € Ja, b[tel 


que : f '(c) = 0 donc : f’ s’annule au moins une 


fois sur ]0, 1[ 
Exercice 2 :Soit f : R — R la fonction définie par : 


f(x) 


Montrer que, pour tout a € R, la fonctions f' 
s’annule au moins une fois sur l'intervalle 

Ja, a+ 2nl. 

Solution : on a : f(a) = f(a + 2r) 

Donc f une fonction continue sur [a, a + 2x], 
dérivable sur ] a, a + 2rl et telle que : 

f(a) = f(a + 2x)D’après le théorème de Rolle il 
existe un réel c € ] a, a + 2x tel que : f '(c) = 0 


_ Sinx+cosx 


J 


1+cos° x 


donc : f’ s’annule au moins une fois sur 


Ja, a +2nl 
Exercice 3 : Soit f une fonction définie par : 


TO- 1-cos(27x) 


- si x#0 et f(0)=0 

Montrer :(1c e]-1,1[) (f'(c)=0 

Solution :la fonction f continue sur [-1;1]-{0} et 
dérivable sur [-1;1]-{0} : 


1-cos(27x) 
(27x) 


Donc : f est continue en 0 


lim f (x) = lim 


x—0 x—0 


4x°x=0= f (0) 
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TO= R Om), E =2r° ER 


lim F 
(27x) 


x—0 X 


Donc : f est dérivable en 0 


Donc : fonction f continue sur [-1:1]et dérivable 
sur [-1:1] 
Et on a : f(-1) = f(1) 


D’après le théorème de Rolle il existe un réel 
c E ]-1, 1[tel que : f '(c)=0 


f'(c)_ 4 


c (c2+1) 


Exercice 4 : Détermination d’une limite. 
Considérons les deux fonctions : 

u(t) = Arctan(t) - t et v(t) = t? et soit x € Rx 

1) Montrer qu'il existe c compris entre 0 et x tel 


2. P . artanx—-x 
2) En déduire la limite : lim —— — 
X—> X 


Solution : 1) 


On Considérer la fonction : g tel que : 
g(t) =u(x)v(t)-v(x)u(t) sur [a, b] 


où a =inf(x,0) et b= sup(x, 0) 
ona:g(0)=g(x)=0 et g continue sur [a, b] et 


dérivable sur ]a, b[ 
Alors il existe un réel c € Ja, b[ tel que : g '(c) = 0. 


On a: g'(t)=u(x)v' (t)-v(x)u' (t) 


Donc : il existe un réel c € ]a, b[ tel que : 


1 Hie 
oi A Lim E jim e 
x—0 x2 c—0 2c c—0 2c 


Car; si x—0o alors c 0 
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pm XX plte Er —C 
x—0 x2 c—0 2c 
4) Théorème des accroissements finiesT.A.F : 
Théorème :Soit f une fonction continue sur 
[a, b], dérivable sur ]a, b[ 

Alors il existe un réel c € ]a, b[ tel que : 


f(b)- f (a)= f'(c)(b-a) 


Preuve : Soit f une fonction continue sur 
[a, b], dérivable sur ]a, b[ 
Considérons une fonction g tel que : 


eo= (ar l(a) -O r-a) 


Et puisque : g est une fonction continue sur 
[a, b], dérivable sur] a, b[(somme de fonctions 
dérivables et continues) et on a : g(a) = g(b)=0 
D'après le théorème de Rolle il existe un réel 


c € Ja, bftel que : g'(c)=0 


f(e)- f(a) 


Ona: g = f'(x)- = 


Donc : g'(c)=0S f'(c)- 


Donc on a: f(b)-f(a)= f'(c)(b-a) 


5)inégalité des accroissements finies I.A.F : 
Théorèmel : Soit f une fonction continue sur 
[a, b], dérivable sur ]a, b[ 

S'ils existent deux réels M et m tels que : 


m< f'(x)<M vx e |a:b| 
Alors : m(b-a)< f(b)-f(a)<M(b-a) 


Preuve : On a : f est fonction continue sur 
[a, b] et dérivable sur ]a, b[ 


donc d’après le T. A.F il existe c €] a, b [ tel que : 


roe et puisque m< f'(x) <M 


vx e |a:b| alors : m< f'(c)<M 


f()-f(a) 


donc : m < 
b-a 
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donc : m(b-a)< f (b)- f (a) <M (b-a) 


Théorème2 : Soit f une fonction définie sur un 
intervalle 7. Si f est dérivable sur I 

et (Yx € I)(|f'(x)| < k (où k E€ R*+) 

Alors :(V(x, y) € P)(If(x) - f@)| < k|x — yl) 
Preuve : Soient x et y deux éléments de 7 

Si x # y On a f est continue sur l'intervalle fermé 
de borne x et y et dérivable sur l’ouvert de borne 
x et y.donc, et d’après le T. A.F 

il existe c compris entre x et y tel que : 

f(x) — f(y) = f'(c)(x — y) et puisque c € 1 

Alors :|f'{(c)| < k 

donc :|f(x) - f(y)l = 1f{c)llx - yl S kix - y| 

Si x = y l'inégalité est vraie. 

D'où la preuve du théorème. 

Exemple1 :En utilisant le I.A.F 

Montrer que (Yx € R)(|sinx| < |x| 

Solution : 

Considérons une fonction f tel que : 


f(x)=sinx_on a :f est dérivable sur R 


A 


Et f'(x)=cos x et 


f'(x) =|cosx|<1 Vxe 


Par application de I.A.F sur l'intervalle de borne O 
et x ( [a, b] où a = inf(x, 0) et b = sup(x, 0)) 


|£ (b)- f (a)|< 1|(b-a)| 


Donc : {sin x—sin 0| < 1(x-0) 


A 


Donc: |sinx|<|x| vre 


Exemple? :En utilisant le I.A.F 
Montrer que Vae Ret VbeR et 0O<a<b 


b-a b-a 
<ar tanb-—ar tana < 
1+b2 1+ a2 


Solution : Considérons une fonction f tel que : 
f(x)=ar tan x on a :f est dérivable sur R 
Et f'{x)= 

1+ x2 


1 
< f'(x)< 
pI CE 


donc : 


1 
P Vxe [a;b] 


Par application de T.A.F sur l'intervalle [a;b] 


Ona: — = (b-a)< f(b)-f(a)< (ba) 
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b-a 
Donc : —— < ar tan b —ar tan a < 
1+b2 1+a2 


Exercice 1 :Soit f la fonction définie par : 
f(x)=x(x+1)(x+2)(x+3) Montrer que 


l'équation f'(x)=0 admet trois solutions sur R 


Solution : f une fonction continue et dérivable 
sur R et on a : f(0) = f(-1) = f(-2) = f(-3) 
D’après le théorème de Rolle on a : 


Ja e|-3;-2[/ f'(a)=0 
18e]|-2;-1[/ f'(8)=0 
16e}-10[/f'(5)=0 


Et puisque : æ ; B et 6 sont différents deux a 


deux 


Donc : l'équation f'(x)=0 admet trois solutions 


sur R car f'(x) est de degré 3 


Exercice 2 : Considérons une fonction f continue 
sur [0,1] et dérivable sur ]0,1[telle que : 

f0) — f(1) = -1. 

Montrer en utilisant le théorème de Rolle 


acep:p (CO) - 4 


(241) 
Solution : (©) -—4 z> f'(c)- s z=0 
c (c2+1) (c2+1) 


Considérons une fonction g tel que : 
G(0) = G(1) 


Soit G la fonction primitive de g 


donc : G(x) = f (x)+ P 


G(0)-G(D = f(0)+2-f(D-1= f(0)- fA)+1=0 


Donc ;G(0) =G{1) 


Et puisque : G est une fonction continue sur 
[0, 1], dérivable sur ]0, 1[(somme et quotient de 
fonctions dérivables et continues) 

D’après le théorème de Rolle il existe un réel 
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c E |0, 1[ tel que : G'(c)=0 


Et on a: : GOSSES 
4c 4c 
G! = , a2 =0 f: = 
(o) =f (c) teny ef (c) (e) 


il existe un réel c € ]0, 1[ tel que : 
Exercice 3 :En utilisant le Théorème des 
accroissements finies(T.A.F) donner un 


encadrement du nombre 10001 et en déduire 
une valeur approchée de V10001 avec la 


précision 5x10”. 

Solution : Considérons une fonction f tel que : 
f(x)= Vx ona: Ona: f est fonction continue 
sur [10000, 10001] et dérivable sur 

] 10000, 10001 [donc d’après le T. A.F il existe 


1 
c €] 10000, 10001 [tel que : 10001 -100 = —— 


2e 


Donc : 1000 = +100 
C 


a 


c €] 10000, 10001 [ donc 10000 < c <10001 


Donc : 410000 =< Ve < 410001 donc 


1 1 1 
< < donc 
2410001 24c 24/10000 
: < l < ! etona: 10001 <101 
210001 24%c 200 
1 1 1 
Donc : < donc 


< 
202 24c 200 


Pete A ,100 donc : 
200 


202 2e 
100, 00495 < 410001 <100,005 
Donc : 0 < 10001 —-100,00495 < 0,00005 


Donc : HVI0001 -100,00495| < 5x10 * donc 100,00495 
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Est une valeur approchée de 10001 avec la 
précision 5x10”. 


Exercice 4 : soit la suite (u,). définie par : 


u, spin ee Vn e N° 
2 3 n 


1)Calculer 4, ; U, et u, 


1 1 
2)a) monter que Yxe R} : — <ln(x+1)-In x<- 
x+] xX 


b) en déduire que : u,„„-1<ln(n+1)<u, Vn e N* 


n+l 


c)calculer : lim u, 


n—>+00 


1 3 1 1 Il 
Solution :1) u4 =1 pere. u,=l+-+-=— 


2)a) : Considérons une fonction f tel que : 


f(t)=lnt ona: On a: f est fonction continue 


sur [x, x+1] et dérivable sur 


1x, x+1[ VxekR: donc d'après le T. A.F il existe 


c E] x, x+1 [tel que : f(x+1)-f(x)= f'(c)(x+1-x) 


1 
Donc : In(x+1)-Inx=- et puisque : Eos 
c x+] c x 


1 1 
Car c €] x, x+1 [ donc : — < ln(x +1) -In x< — 
x+1 x 


Vxe Rt 


2)b) déduire que : u,,-1£<In(n+l)<u, VneN' ? 


1 1 
On a : — <ln(x+1)-lnx <- Yx e Rt 
x+1 X 


Donc : = <in2-Ini <= 


ls 
3 2 


E 
3 2 
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| n(n+1)-inn +2 
n+l n 


La somme de ces inégalités membre a membre 


donne : Re EE 
2 3 n+l 2 3 n 


Donc : u,,-1<In(n+1)<u, car In1=0 


n+l 
2)b) on a : n(n+1)<u, et limn(n+1) =+% 
Donc lim u, =+% 


Exercice 5 : Soit f une fonction définie sur 


3 T T A ; 
l'intervalle |;= par: f(x)=—-sinx et la 
z al pare ia) 2 


suite (u,) définie par :u,,, = f (u,) VneN et 


1)montrer que l'équation : f (x)=x admet une 


: i T T 
solution unique a e |—;— 
6 2 


T T 
2)montrer que : VneN : A <u, < 5 


3 
2 


3)a)montrer que : Yx € zz VAESES 


b)en déduire que : |u, -al a u, -a| VneN 


n+l 


4) calculer : lim u, 


Solution :1) Considérons une fonction g tel que : 


g(x)= f(x)-x On a: g est une fonction 
dérivable sur zz et g'(x)= f'(x)-1=-cosx-1<0 
g est une fonction continue et strictement décroissante 


sur (72) donc une bijection de l 
6°2 6 2 
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; 27 —3 
dans : (4) ie | Donc : À 4 cor <0< À 


27 —3 


Puisque : de |-r | alors il existe un unique  |donc : vre Zz] KORS 
6 2 


Uny 


a <|:2] tel que : g(a)=0 cad f(a)=a b) déduire que : 


Ne 
2 


u, -a| VneN ? 

2)montrons par récurrence que : 
; aha T T 

puisque f est dérivable sur zz alors fest 

dérivable et continue sur tout intervalle de la 


. 77 i 2 
a)ona: m€ | A Al donc vraie pour n=0 forme [a;b] c [Z:Z[ donc Par application de I.A.F 


b)supposons que : F u, sur l'intervalle [a;b] avec : u, =bet a=a 
: V3 
c)montrons que : Eu es on trouve HORO -a| VneN 


3 
on a : f'(x)=-cosx<0 sur |Z;Z| donc f est donc : |u -a| <-u, -a| VneN 
6°2 2 


4) calculons : lim u, ? 


T n—+0 


T 
décroissante sur l etona:-—<u, <— 
6 2 6 2 


Montrons avant que : 


u, TH lu, -al 


2 
donc : ERORA 
0 
on a: m-a À) lu, -al donc vraie pour n=0 
2 
donc N ee etona Ž<Ž-1et ie 
2 2: -2 6 2 2 2 2 B n 
b)supposons que : w als) lu, -a| 


T T. T T 
donc : 6 aa finalement; VneN: goh <— 


2 n+l 
c)montrons que : uzale) u -&| ? 


3)a)montrons que : vre Zz] KORS ? 5 
n 3 
ona: m-ai $) -a| et ua =a| < u, — a 
vre Z:zl f'(x)=-cosx et puisque x — cosx 


donc : lu. T luo T |u, — a| 


2| 2 2 
est décroissante sur l on a donc : 


Sié 


mT mT 
PO SOE donc : 0 =< cosx < 
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ý . aiia 
donc : ju -as[£) h -a| et puisque : b) 3?æ e ]0;1[ tel que : f” (æ)=-12 ? 
n 2 0 


ona: g(x) = f(x) +22 -3x 


D). ses Done bone 
fE) D0 Gar isy LONG: DaM 5E | gt(x)= f'(x) +6x -6x donc : g'(x)= f'(x)+12x 


Exercice6 : Soit f une fonction dérivable trois fois 


sur[0;1] tel que : f(1)=1 et f(0)= f'(0)= f'(1)=0 


donc : g® (x)= f® (x)+12 donc : 


g® (a)=f® (a)+12=0 
Et soit le polynôme : P(x) =x (-2x+3) 

donc : 3a e ]0;1| f” (æ)=-12 
t)calculer : P(0) ; P'(0); P(1); P'(1) 


2)on pose : g(x)=f(x)-P(x) 


C'est en forgeant que l’on devient forgeron 


. ? Dit be. 
a) montrer qu'il existe æ € ]0;1[ tel que : g®(a)=0 ADO D 


C'est en s’entraînant régulièrement aux calculs et exercices 


b) en déduire qu'il existe & € l0:1] tel que : Que l’on devient un mathématicien 


his L 
Solution :1) P(x)=x"(-2x+3) et P'(x)=-6x" +6x 


Donc : P(0)=P'(0)=P'(1)=0 et P(1)=1 

2) a) montrons qu'il existe æ € ]0;1[| tel que : 

g°® (a) =0 ? 

puisque f et P sont dérivables trois fois sur [0;1] 


donc g= f -P est dérivable trois fois sur [0:1] 
et par application du théorème de Rolle trois fois : 
g(0)=g(1) = € l:1[/g'(c)=0 (80 (c )=0) 


g” (0)= f” (0)- P” (0)=0-0=0 


g” (ca )=g” (0) > 3c, e ]0;1[/ 8 (c,)=0 


gP (a)=8® (a) >a ele;a|/g®(a)=0 


Et puisque : ]c,;c,| € ]0;1[ donc : 


Ja e ]0;1[/g® (a)=0 
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